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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА
Заочная форма обучения предполагает самостоятельную работу студента надучебным материалом: чтение учебников, использование Интернет-ресурсов,решение задач, выполнение контрольных заданий. В случае возникновениязатруднений при самостоятельном изучении материала, студент может обратиться кпреподавателю математики для получения устной консультации.
При выполнении контрольных работ студент должен руководствоватьсяследующими указаниями:
1. Контрольная работа выполняется в отдельной тетради в клетку, натитульном листе которой должны быть написаны фамилия студента, его инициалы,полный шифр, курс, специальность.
2. Задачи следует располагать в порядке номеров, указанных в заданиях.Перед решением задачи надо полностью переписать ее условие.
3. Ход решения каждой задачи студент обязан оформить аккуратно, в полномсоответствии с порядком решения типичной задачи, приведенной в данныхметодических указаниях.
4. Решение задач геометрического содержания должно сопровождатьсячертежами, выполненными аккуратно, с указанием осей координат и единицмасштаба.
5. На каждой странице тетради необходимо оставлять поля шириной 3-4 смдля замечаний преподавателя.
6. Контрольная работа выполняется самостоятельно.
7. В случае незачета по контрольной работе студент обязан в кратчайшийсрок исправить все отмеченные ошибки и предоставить работу на повторнуюпроверку.
8. Студент выполняет тот вариант, который совпадает с последней цифройего учебного шифра в соответствии с таблицей.
	Номер

варианта
	Номера заданий

	
	№1
	№2
	№3
	№4
	№5
	№6

	1
	1
	11
	21
	31
	41
	51

	2
	2
	12
	22
	32
	42
	52

	3
	3
	13
	23
	33
	43
	53

	4
	4
	14
	24
	34
	44
	54

	5
	5
	15
	25
	35
	45
	55

	6
	6
	16
	26
	36
	46
	56

	7
	7
	17
	27
	37
	47
	57

	8
	8
	18
	28
	38
	48
	58

	9
	9
	19
	29
	39
	49
	59

	10
	10
	20
	30
	40
	50
	60


СОДЕРЖАНИЕ ПРОГРАММЫ
Раздел 1. Элементы линейной алгебры.

Матрицы. Виды и свойства матриц. Правила действия над ними.Определители второго и третьего порядков и их основные свойства. Миноры иалгебраические дополнения элементов определителя. Разложение определителя поэлементам ряда.
Практическое занятие: Решение систем линейных уравнений в матричнойформе, методами Крамера и Гаусса.

Раздел 2. Элементы математического анализа.

Тема 2.1 Функция. Предел функции. Непрерывность функции.

Функция одной независимой переменной. Предел функции. Свойствапределов. Теоремы о пределах функции. Непрерывные функции и их свойства.
Числовые последовательности. Предел числовой последовательности.Сходящаяся последовательность. Число е.
Практическое занятие: Вычисление пределов функций в точке и набесконечности.

Тема 2.2 Дифференциальное исчисление.

Задачи, приводящие к понятию производной. Понятие производной, еефизический и геометрический смысл. 
Правила нахождения производных.Правила и формулы дифференцирования. Теоремы дифференцирования.Производные элементарных функций.
Применение производных к исследованию функций. Нахождение экстремума.Наибольшее и наименьшее значение. Дифференциал функции. Приближенные

вычисления.
Производные высших порядков. Механический смысл второй производной.Вогнутость кривой. Точки перегиба.
Правило нахождения точек перегиба. Дифференциал функции как главнаячасть ее приращения. Основные свойства дифференциала.
Практическое занятие: Вычисление производных элементарных функций взаданных точках. Применение производной к исследованию функции и построениюграфика.

Тема 2. 3 Интегральное исчисление

Неопределенный интеграл. Понятие первообразной данной функции.Свойства неопределенного интеграла.
Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла. Определенныйинтеграл как площадь криволинейной трапеции. Его принципиальное отличие отнеопределенного интеграла.
Формула Ньютона- Лейбница. Теорема о среднем. Приближенные методывычисления определенного интеграла.
Использование определенного интеграла для решения задач прикладногохарактера. Применение определенного интеграла к вычислению площадей иобъемов.
Практическое занятие: Вычисление интегралов. Решение задач наприложения интеграла. Вычисление площадей фигур и объемов тел вращения спомощью определенного интеграла.
Тема 2.4 Дифференциальные уравнения.

Определение дифференциального уравнения. Общее и частное решениедифференциального уравнения. Дифференциальное уравнение I порядка.
Решение задач на составление дифференциальных уравнений. Линейныеоднородные уравнения. Второго порядка с постоянными коэффициентами.
Практическое занятие: Решение дифференциальных уравнений.
Теоретический материал

1. Линейная алгебра

Матрицей размером m×n называется совокупность m·и n чисел, расположенных в виде прямоугольной таблицы из m строк и n столбцов. 

Для краткости матрицу можно обозначать одной заглавной буквой, например, А или В. В общем виде матрицу размером m×n записывают так

А=[image: image2.png]bt
A

Gy





Числа, составляющие матрицу, называются элементами матрицы. Элементы матрицы удобно снабжать двумя индексами aij: первый указывает номер строки, а второй – номер столбца. Например, a23 – элемент стоит во 2-ой строке, 3-м столбце.

Если в матрице число строк равно числу столбцов, то матрица называется квадратной, причём число ее строк или столбцов называется порядком матрицы. В приведённых выше примерах квадратными являются вторая матрица – её порядок равен 3, и четвёртая матрица – её порядок 1.

Матрица, в которой число строк не равно числу столбцов, называется прямоугольной. 

Различаются также матрицы, имеющие только одну строку или один столбец.

Матрица, у которой всего одна строка А=([image: image4.png]G410y,



 …[image: image6.png]


), называется матрицей – строкой (или строковой), а матрица, у которой всего один столбец, матрицей – столбцом.

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой и обозначается (0), или просто 0. Например,0=(0 0 … 0), 0= [image: image8.png](o o




Главной диагональю квадратной матрицы назовём диагональ, идущую из левого верхнего в правый нижний угол.

[image: image9.png]™ Q-

o




Диагональная матрица, у которой все диагональные элементы равны единице, называется единичной матрицей и обозначается буквой E. 

E=[image: image11.png]



Определителем второго порядка, соответствующим данной матрице, называется число, получаемое следующим образом:a11a22–a12a21. Определитель обозначается символом D или |А|или detA.
[image: image12.png]



Определителем третьего порядка, соответствующим данной квадратной матрице третьего порядка, называется число, обозначаемое и получаемое следующим образом:
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Пример: Вычислить определитель третьего порядка.

1. D=[image: image16.png]2 3 —4
1 0 —2|
1 2 1




=2[image: image18.png]


–3[image: image20.png]


+(–4)[image: image22.png]—1 2



=

= 2·(0·1–(–2)·2) – 3(1·1– (–2)·(–2)) –4 (1·2–0·(–1))=8+3–8=3

Сложение матриц.
Пусть матрицы A и B состоят из одинакового числа строк и одинакового числа столбцов, т.е. имеют одинаковые размеры. Тогда для того, чтобы сложить матрицы A и B нужно к элементам матрицы A прибавить элементы матрицы B, стоящие на тех же местах. 

Суммой двух матриц A и B называется матрица C, которая определяется по правилу

А+В=[image: image24.png]G @2 Gi3
Gy @g; G,



 + [image: image26.png](o 22 o)
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Сложение матриц на примере матриц 3×3
[image: image30.png]11
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+[image: image32.png]
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- матрицы складываются поэлементно (складываем числа на одинаковых местах) 

!!! Складывать можно только матрицы, имеющие одинаковый размер (т.е. одинаковое число строк и столбцов)

Пример:Найти сумму матриц:

1. [image: image36.png]1 2
2 4
3 5,



+[image: image38.png]2 3
40
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2. [image: image42.png]1 =
G35 1)



+[image: image44.png](% )



- нельзя, т.к. размеры матриц различны.

3. [image: image46.png](1 2 3)



+[image: image48.png](0 -1 1)



=[image: image50.png](11 4



.

4. [image: image52.png]


+[image: image54.png]1 2 3
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=[image: image56.png]3 3 8
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.
Транспонирование.
Рассмотрим произвольную матрицу A из m строк и n столбцов. Ей можно сопоставить такую матрицу B из n строк и m столбцов, у которой каждая строка является столбцом матрицы A с тем же номером (следовательно, каждый столбец является строкой матрицы A с тем же номером).

A=[image: image58.png]bt
A
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 B= [image: image60.png]



Эту матрицу B называют транспонированной матрицей A, а переход от A к B транспонированием.

Транспонирование – это перемена ролями строк и столбцов матрицы. Матрицу, транспонированную к матрице A, обычно обозначают AT.

Пример: Найти матрицу транспонированную данной.

а) A=[image: image62.png]G 5D



, [image: image64.png]



б) B=[image: image66.png]


, [image: image68.png]BT =
=@
-2 3)



.
Умножение матрицы на число.
Для того чтобы умножить матрицу A на число k нужно каждый элемент матрицы A умножить на это число. Таким образом, произведение матрицы A на число k есть новая матрица, которая определяется по правилу

k·А = [image: image70.png]11
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 = k·[image: image72.png]11
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= [image: image74.png]‘kayy
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Пример: [image: image76.png]


= [image: image78.png]


.
Умножение матриц.
Произведением матрицы A на матрицу B называется новая матрица C=AB, элементы которой составляются следующим образом:

[image: image80.png]G @2 Gi3
Gy @g; G,



 · [image: image82.png](o 22 o)



=[image: image84.png]('lubu tapby  aubyy tapby  apbs+ ﬂubn)
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Пример:Найти произведение AB, если А=[image: image86.png]


 и В = [image: image88.png]


.

с11= 3×1 +1×2 + 1×1 = 6      с21= 2×1 + 1×2 + 2×1 = 6      с31= 1× 1 + 2×2 + 3×1 = 8

с12= 3×1 + 1×(-1) + 1×0 = 2 с22=2×1 + 1×(-1) + 2×0 = 1    с32=2×(-1) + 1×1 + 2×1 = 1

с13= 3×(-1) + 1×1 + 1×1 = -1 с23= 2×(-1) + 1×1 + 2×1 = 1 с23= 1×(-1) + 2×1 + 3×1 =4

С=[image: image90.png]



!!! Матрицы  не перестановочны друг с другом, т.е.A∙B ≠ B∙A. Поэтому при умножении матриц нужно тщательно следить за порядком множителей.

Обратная матрица
ОбратнойА–1по отношению к матрице A называется такая матрица, для которой выполняется равенствоA·A-1 = A-1·A = E. (Е – единичная матрица).

Для нахождения обратной матрицы используют следующую схему:

1) Находят определитель матрицы А
2) Находят алгебраические дополнения всех элементов матрицы А и записывают новую матрицу

3) Меняют местами столбцы полученной матрицы (транспонируют)

4) Умножают полученную матрицу на [image: image92.png]



Пример: Найти обратную матрицу для А=[image: image94.png]


 и выполнить проверку.

1) Вычисляем D =[image: image96.png]


 = 4 [image: image98.png]1 sl



 – 1 [image: image100.png]1 sl



 + 4 [image: image102.png]1 1



 = 20 ≠ 0. следовательно, обратнаяматрица существует. 

2) Найдем присоединенную матрицу A*. Для этого вычислим все миноры второго порядка матрицы A иалгебраические дополнения:

А11=(–1)1+1[image: image104.png]1 sl



= 7, 

А21=(–1)2+1[image: image106.png]1 sl



= – 1,
 А31=(–1)3+1[image: image108.png]2 3



= – 5,

А12=(–1)1+2[image: image110.png]1 sl



= – 12,

А22=(–1)2+2[image: image112.png]1 sl



= 16,
А32=(–1)3+2[image: image114.png]3 4l



= 0,
А13=(–1)1+3[image: image116.png]1 1



= 1,

А23=(–1)2+3[image: image118.png]1 1



= –3,
А33=(–1)3+3[image: image120.png]3 2



= 5.
3) Составим новую матрицу A*= [image: image122.png]


и транспонируем

AТ= [image: image124.png]7 -1 -5
—12 16 0
1 -3 5





4) Найдем по формуле обратную матрицу:

A-1 = [image: image126.png](2 e




 = [image: image128.png]"% o wig
MAEEMU

NERERE




ПроверкаA·A-1 =[image: image130.png]


·[image: image132.png]"% o wig
MAEEMU

NERERE



 = [image: image134.png]


 = Е.
Простейшие матричные уравнения и их решение.
Пусть дана система уравнений 

[image: image135.png]Q41X + QX5 + y3%X3 = by
821 %1 F 652 + Gg3%3 = by
131 X4 + @3 %, + Qg3%3 = by




Рассмотрим матрицу, составленную из коэффициентов при неизвестных: 

А = [image: image137.png]11
A
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.

Свободные члены и неизвестные запишем в виде матриц-столбцов 

В = [image: image139.png]


,  X = [image: image141.png]


.

Тогда матричным уравнением называется уравнение вида А·Х = В.

План решения матричных уравнений:

1) Найти обратную матрицу А–1
2) Найти произведение обратной матрицы А–1 на столбец свободных членов В, 

т.е. А–1·В
3) Пользуясь определением равных матриц, записать ответ.

Пример: Решить матричное уравнение  [image: image143.png]3%, —x, =
—20 4yt xg
2%, —x, + 4%, = 15



.

Составим матричное уравнение А·Х = В: А = [image: image145.png]


, X = [image: image147.png]


, В = [image: image149.png]



1) Найдем обратную матрицу А–1
Вычислим определитель 

D=[image: image151.png]


=3 [image: image153.png]14|



 – (–1) [image: image155.png]2 a4l



+0 [image: image157.png]


= 3·(4+1)+1·(– 8–2) =5 ≠0

Запишем все алгебраические дополнения: 

А11=(–1)1+1[image: image159.png]14|



= 5, 
А21=(–1)2+1[image: image161.png]—1
—1

0
4



= 4,
 А31=(–1)3+1[image: image163.png]—1
1

0
1



= – 1,

А12=(–1)1+2[image: image165.png]2 a4l



= 10,
А22=(–1)2+2[image: image167.png]2 4l



= 12,
А32=(–1)3+2[image: image169.png]—2 1



= – 3,
А13=(–1)1+3[image: image171.png]


= 0,
А23=(–1)2+3[image: image173.png]


= 1,
А33=(–1)3+3[image: image175.png]


=5.

Запишем новую матрицу и транспонируем:
А* = [image: image177.png]S
4
-1

10 ©
12 1
-3 1

)



, АТ= [image: image179.png]4 -1
10 12 -3
0 1 1




Запишем обратную матрицу: A-1 = [image: image181.png]4 -1
10 12 -3
0 1 1




 =  [image: image183.png]Domie

IR

- & o

- =




2) Х = [image: image185.png]Domie

IR

- & o

- =



·[image: image187.png]


 = [image: image189.png]fo-1
1-5+5:0-515

.3
2:5+50-5015
14t

0-5+20+11s



 = [image: image191.png]



3) Итак, [image: image193.png]


, т.е. х1=2, х2=1, х3=3.

Решение систем линейных уравнений методом Крамера.
Теорема: Система п уравнений с п неизвестными, определитель которой ≠ 0, всегда имеет решение и притом единственное. Оно находится следующим образом: значение каждого из неизвестных равно дроби, знаменателем которой является определитель системы, а числитель получается из определителя системы заменой столбца коэффициентов при искомом неизвестном на столбец свободных членов.

Пусть дана система линейных уравнений с неизвестными:

[image: image195.png]Q41X + QX5 + y3%X3 = by
821 %1 F 652 + Gg3%3 = by
131 X4 + @3 %, + Qg3%3 = by



.

Из коэффициентов при неизвестных составим матрицу А, а из свободных членов – матрицу-столбец В, т.е. 

А = [image: image197.png]11
A
a3y

@12 43
Az g
az; G,



, В = [image: image199.png]


.

Если в определителе системы заменить столбцы коэффициентов при неизвестных на столбец свободных членов, то получим: 

Dх = [image: image201.png]az
as;



, Dу = [image: image203.png]211 By ay
a2 by az
ag, by az



, Dz = [image: image205.png]



Тогда для решения системы запишется так:

X= [image: image207.png]


, У = [image: image209.png]


, Z = [image: image211.png]


.

Пример: Решить систему уравнений [image: image213.png]|

3x+2y+z=3
5x -2y -2





Составим матрицу из коэффициентов при неизвестных А = [image: image215.png]3 2 1
5 -2 -2
1 1 -1



 и из свободных членов В = [image: image217.png]


.

Вычислим определитель системы 
D= [image: image219.png]


= 3[image: image221.png]


– 2[image: image223.png]5 =2
1 —1



+ 1[image: image225.png]


 =25 ≠0
Вычислим определители при неизвестных:

Dх = [image: image227.png]


= 3[image: image229.png]


– 2[image: image231.png]


+ 1[image: image233.png]


 =25

Dу = [image: image235.png]


= 3[image: image237.png]


– 3[image: image239.png]5 =2
1 —1



+ 1[image: image241.png]


 = – 25

Dz = [image: image243.png]


= 3[image: image245.png]


– 2[image: image247.png]


+ 3[image: image249.png]


 = 50

Найдем значения X= [image: image251.png]


 = [image: image253.png]25



 = 1, У = [image: image255.png]


 = [image: image257.png]


 = – 1, Z = [image: image259.png]


 =[image: image261.png]25



 = 2.
Ответ: (1; –1; 2)

Решение систем линейных уравнений методом Гаусса.
Суть метода - последовательное исключение неизвестных.С помощью элементарных преобразований система уравнений приводится к равносильной системе ступенчатого вида, из которой последовательно, начиная с последних переменных, находятся все остальные переменные.

Пример[image: image263.png]31, + 5%, + 72y
X +3x, 4+ 4x,=1

{x,+2:1+ 3x3




Перепишем систему линейных алгебраических уравнений в матричную форму.

Получится матрица 3 × 4, слева от разделительной линии стоят коэффициенты припеременных, а справа стоят свободные члены.

[image: image264.png]1 2 3
35 7

1 3 4l

0




1. Проведём следующие действия: первую строку так и перепишем

Из строки № 2 вычтем строку № 1 умноженную на 3

Из строки № 3 вычтем строку № 1. Получим:

[image: image265.png]



2. Проведём следующие действия:

Строку № 2 умножим на -1

Из строки № 3 вычтем строку № 2. Получим:

[image: image266.png]



3. Проведѐм следующие действия:

Строку № 3 умножим на -1

Из строки № 2 вычтем строку № 3 умноженную на 2 и запишем вторую строку

Из строки № 1 вычтем строку № 3 умноженную на 3 и запишем первую строку. Получим:
[image: image267.png]1 2 0
0 1 0
0 0 1l

—3
-13
11




4. Проведѐм следующие действия:

Из строки № 1 вычтем строку № 2 умноженную на 2. Получим:

[image: image268.png]{

0

0





В левой части матрицы по главной диагонали остались одни единицы. В правом столбце получаем решение:х1=–4, х2=–13, х3 = 11.
2. Предел функции.
Вычисление предела функции. Пусть f(x) и ((x) – функции, для которых существуют пределы при x([image: image270.png]


(x(():[image: image272.png]



Сформулируемосновные теоремы о пределах:
1. Функция не может иметь более одного предела.

2. Предел алгебраической суммы конечного числа функций равен такой же сумме пределов этих функций, т.е. [image: image274.png]lim, . (o) (f(x) +@(x))=A+B




3. Предел произведения конечного числа функций равен произведению пределов этих функций, т.е. [image: image276.png]lim, . o) (f(x)-@(x))=A-B




В частности, постоянный множитель можно выносить за знак предела, т.е.

[image: image277.png]Jim (ere())=cB




4. Предел частного двух функций равен частному пределов этих функций, т.е.

[image: image279.png]


, [image: image281.png]



Правила раскрытия неопределенностей:[image: image283.png]


и[image: image285.png]



Правило раскрытия неопределенности[image: image287.png]


. Чтобы раскрытьнеопределенность[image: image289.png]


 надо числитель и знаменатель дроби разложить на множителитак, чтобы можно было сократить.
Правило раскрытия неопределенности [image: image291.png]


. Чтобы раскрыть[image: image293.png]


неопределенность надо числитель и знаменатель дроби сократить на самуюбольшую степень х в знаменателе.
3. Определение производной функции
Производной функции f(x) (f'(x0)) в точке x0 называется число, к которому стремится разностное отношение[image: image295.png]AflxotAx)-flxg)
ax




, при ∆хстремящемся к нулю.

Основные правила дифференцирования

(f + g) ' = f '  + g ' 
(f − g) '  = f '  − g ' 
(f · g) ' = f' ·g + g'·f 

[image: image296.png]



Формулы дифференцирования

	Основные элементарные функции
	Сложные  функции

	1. C' = 0

2. (х)' = 1 
3. (xn)'= nxn-1
4. (kx+b)' = k
5. ([image: image298.png]


)'=[image: image300.png]



6. ([image: image302.png]


)'=[image: image304.png]



7. (logа х)' = [image: image306.png]



8. ([image: image308.png]


)'=[image: image310.png]a®|

Ina




9. ([image: image312.png]


)'=[image: image314.png]



10. ([image: image316.png]kxth



)'=[image: image318.png]kekx*P




11. ([image: image320.png]


)'=[image: image322.png]



12. (sin x)' = cos x

13. (cos x)'=-sin x

14. (tgx)' =[image: image324.png]—p




15. (ctgx)' =[image: image326.png]



16. (arcsin x)'=[image: image328.png]



17. (arccos x)'=[image: image330.png]



18. (arctg x)' = [image: image332.png]v




19. (arcctg x)' = [image: image334.png]T




	1. (un)'= nи n-1·u′
2. ([image: image336.png]


)'=[image: image338.png]


·u′
3. (logа u)' = [image: image340.png]



4. ([image: image342.png]


)'=[image: image344.png]a*,

Ina



·u′
5. ([image: image346.png]


)'=[image: image348.png]


·u′
6. ([image: image350.png]Inu



)'=[image: image352.png]


·u′
7. (sin u)' = cos u·u′
8. (cos u)'=-sin u·u′
9. (tgu)' =[image: image354.png]—



·u′
10. (ctg u)' =[image: image356.png]


·u′
11. (arcsin u)'=[image: image358.png]


·u′
12. (arccos u)'=[image: image360.png]


·u′
13. (arctg u)' = [image: image362.png]


·u′
14. (arcctg u)' = [image: image364.png]


·u′



Пример: Найти значение производной функции у = sin (4x – [image: image366.png]


) в точке х0 = [image: image368.png]k]




Найдем производную данной функции по правилу дифференцирования сложной функции:

у′ = (sin (4x – [image: image370.png]


))′ = (4x – [image: image372.png]


)′·cos(4x – [image: image374.png]


) = 4 cos(4x – [image: image376.png]


)

у′ ([image: image378.png]k]



) =  4 cos(4·[image: image380.png]k]



 – [image: image382.png]


) = 4 cos[image: image384.png]


 = 4·[image: image386.png]


 = 2[image: image388.png]


. Ответ: 2[image: image390.png]



Пример: y = x3 – 3x2 + 5x + 2. Найти значение производной функции при y '(–1). 

Найдем производную данной функции: y ' = 3x2 – 6x+ 5. Следовательно, y'(–1) = 14.Ответ:14.
Пример: Найти производную данной функцииy = lnx · cosx.

Найдем производную данной функции по правилу дифференцирования: 

y ' = (ln x) ' cosx + lnx (cosx) ' =1/x∙cosx – ln x · sinx.
Пример: Найти производную данной функцииy = [image: image392.png]


.

Найдем производную данной функции по правилу дифференцирования:

y′ = [image: image394.png](x*) cosx—x* (cosx)’

otz



 = [image: image396.png]3x% cosx+x” sinx

cos’x



.
Определение дифференциала функции
С понятием производной тесно связано понятие дифференциала. Чтобывыяснитьсущность этого понятия, рассмотрим функцию у =f(х), заданную винтервале (а, b) и имеющуюв некоторой точке х этого интервала производную у' =f'΄(x). Придадим х приращение Δх, отличное от нуля, но не выводящее из интервалазадания функции. Через Δy обозначимсоответствующее приращение функции. Таккак отношение[image: image398.png]


при стремлении Δх к нулю стремится к производной у', аразность между переменной, имеющей предел, и этим пределом есть величинабесконечно малая, то величина[image: image400.png]


- у' стремится к нулю вместе с Δх. Предыдущееравенство можно записать в форме Δy= у' Δx+α Δx, где α – стремится к нулю вместес Δх.
Обозначив αΔх=β , мы видим, что при бесконечно малом Δх переменная βтакже есть бесконечно малая величина и притом стремящаяся к нулю быстрее, чемΔх, так как
[image: image402.png]


 = 0.
Таким образом, величина β есть бесконечно малая более высокого порядка,чем Δх. Это означает, что при весьма малых Δх величина β во много раз меньше, чемΔх. Доказательство этого факта имеется во многих руководствах поматематическому анализу, но оно выходит за рамки нашей программы.
Таким образом, при малых Δх величиной β = α Δх часто пренебрегают идовольствуются приближенной формулойΔy=f '(x) Δx.
Определение. Дифференциалом или главной частью приращения функцииу=f(х) в точке х, соответствующим приращению Δх, называется произведениепроизводной f '(х), вычисленной в точке х, на Δх.
Дифференциал функции у =f(х) обозначается через dy или df(x). Такимобразом,dу = у 'Δх или df(x) =f '(х) Δх.
Из определения дифференциала следует, что он является функцией двухнезависимых переменных – точки х и приращения Δх.
Одним из основных свойств дифференциала, которое имеет широкоеприменение на практике – это то, что, пренебрегая бесконечно малыми болеевысокого порядка, можно приближенно заменять Δу– приращение функции ее дифференциалом dy. 
4. Определение первообразной функции

Функция F(х) называется первообразной для функции f(х) на заданном промежутке, если для всех х из этого промежутка F/(х) = f(х). (Для краткости при нахождении первообразных промежуток на котором задана функция, обычно не указывается).

Теорема:Если F(х) одна из  первообразных  для функции f(х) на заданном промежутке, то множество всех первообразных этой функции имеет вид: F(х) + С, где С – любое число. 

Для нахождения общего вида первообразной можно воспользоваться таблицей:

	Функция

f(х)
	к 

(постоянная)
	хп, 

п ≠-1
	[image: image403.png]



	sin x
	cos x
	[image: image404.png]



	[image: image405.png]sin’x





	Множество её первообразных 

F(х)
	кх+С
	[image: image406.png](ntl

n+1

+C




	[image: image407.png]1
2Vx




	- cos x+C
	sin x+C
	tg x+C
	-ctg x+C


Примеры: 

1) Показать, что функция F(х) является первообразной функции  f(х) на всей числовой прямой:

а)F(х)=[image: image409.png]


, f(х)=х6; б) F(х)=4х3-х+1, f(х)= 12х2-1.

а) F’(х)=[image: image411.png](

S0



’=[image: image413.png]7x"



=х6=f(х).  б) F’(х)= (4х3)’-х’+1’=12х2-1=f(х).

2) Найти одну из первообразных для функции f(х)= х12+3.

Используя таблицу первообразных получим F(х)=[image: image415.png]241



+3х+С= [image: image417.png]


+3х+С.

3) Для функции f(х)=х+5 найти такую первообразную, график которой проходит через точку А(2;5).

Все первообразные функцииf(х)=х+5 находят по таблице F(х)=[image: image419.png]


+5х+С. Найдем число С, такое, чтобы график функции проходил через точку А. Подставляя вместо х=2, F(х)=5, получаем 5=[image: image421.png]


+5·2+С. Следовательно С= 5-14=-9. Значит F(х)=[image: image423.png]


+5х-9.

Определение неопределённого интеграла
Пусть f(x) - функция, заданная на объединении интервалов вещественной оси. Набор всех первообразных для f(x) называется неопределённым интегралом от f(x) и обозначается ∫f(x)dx. Операция нахождения неопределённого интеграла по заданной функции f(x) называется интегрированием этой функции; найти неопределённый интеграл означает проинтегрировать данную функцию. Функцияf(x), записанная после знака интеграла (или, как часто говорят, под знаком интеграла), называется подынтегральной функцией. 

Согласно доказанным выше теоремам о виде первообразных, неопределённый интеграл от функции f(x) состоит из функций вида F(х)+С, где F(х)- какая-либо фиксированная первообразная для f(x), а С- величина, постоянная на каждом из непересекающихся интервалов, на которых задана функцияf(x). Поэтому можно написать такую формулу: ∫f(x)dx=F(х)+С.
Итак, для того чтобы доказать равенство ∫f(x)dx=F(х)+С, достаточно проверить, что F(х)- первообразная для f(x), то есть что F′(х)=f(x). 

Таблица неопределённых интегралов
	1.
	[image: image424.png]fﬂdz:f




	9.
	[image: image425.png]




	2.
	[image: image426.png]fldx:x{»c




	10.
	[image: image427.png]dx
— = —ctgx+C
Sin?x





	3.
	[image: image429.png][ xmdx




, [image: image431.png]


≠ – 1
	11.
	[image: image432.png]dx

Pta

1 x

=arctg—+C

a a





	4.
	[image: image433.png]



	12.
	[image: image434.png]




	5.
	[image: image435.png]



	13.
	[image: image436.png]X x
arcsin=+ C = —arccos—+ C
a a






	6.
	[image: image437.png]fe"dz:e"{»f




	14.
	[image: image438.png]f = =infx+VxT+a|+

—a






	7.
	[image: image439.png]fsinx dx=—cosx+C




	15.
	[image: image440.png]f hiad :|n|zgf|+c
sinx 2l





	8.
	[image: image441.png]fwsxdx:sinx +cC




	16.
	[image: image442.png]dx
[ & am






Определение определённого интеграла
Для вычисления определенных интегралов от непрерывных функций с конечными пределами необходимо, пользуясь известными методами интегрирования, получить первообразную от интегрируемой функции и, применяя формулу Ньютона-Лейбница [image: image444.png]


, найти разность значений первообразной при подстановке вместо переменной верхнего и нижнего пределов интегрирования.

Задание № 1

Решение типовых примеров рассмотрено в теоретическом материале*

В задачах 1-10 решить системы уравнений

а) матричным способом

б) методом Крамера

в) методом Гаусса

Вариант 1

[image: image445.png]a){ x—y=3
2x +3y =16




б)[image: image447.png]Xyt 20+ x;=-1
Sx - —xy=—1
2%, — 2%, — 3x3 =





в)[image: image449.png](x+2y+z=-1
{2x+y—z -6
3x+y+2z=1




Вариант 2

[image: image450.png]a){u—y =12




б)[image: image452.png]Xy +2%; 1 x;
{3:, =5, + 3%
22+ 72, — x5





в)[image: image454.png](x+2y+z=9
{x+y+2z:a
2x+y+z=7




Вариант 3

[image: image455.png]=2
3y =
Y3y s
Sl
a){3x+3y




б)[image: image457.png]4x; + 5%, + 615
7x, + 8x,

{x,+2:1+ 3x3

6





в)[image: image459.png]2x—4y+z




Вариант 4

[image: image460.png]a){4x —9y =19




б)[image: image462.png]2%y — 3%, 1 x;
Xy + 22, — 375
Xy +x,—5x5




в)[image: image464.png]{

x+ty+z=5
x—y+z
2x—y—





Вариант 5

a[image: image466.png]



б)[image: image468.png]3xy+ 22, + x5
{sx, +5%, + 41y
9x, + 8x, + 7x;





в)[image: image470.png]x+2y—z=
{2x—ay+2
3x+y+z=





Вариант 6

a[image: image472.png]



б)[image: image474.png]2%y — 5x; + X3
31, — 4x, + 275
Txy — 2%, + 3%5





в)[image: image476.png]3x+5y+7z
x+3y+dz=1

{x+2)’+3z:3




Вариант 7

a[image: image478.png]



б)[image: image480.png]xy +2%; 1 x;
{ 3x -, — %y
2%, — 2%, — 3%





в)[image: image482.png];

x—y+4z=11
3x+2y+z
x—y+2:=5






Вариант 8

a[image: image484.png]{3:—5;:
Naxty=23




б)[image: image486.png]Xy +2%; 1 x;
{3:, =5, + 3%
22+ 72, — x5





в)[image: image488.png]




Вариант 9

a[image: image490.png]



б)[image: image492.png]Xy +2%; 1 x;
{3:, =5, + 3%
22+ 72, — x5





в)[image: image494.png]




Вариант 10

a[image: image496.png]4x —3y
){3x+3y





б)[image: image498.png]4x; + 5%, + 615
7x, + 8x,

{x,+2:1+ 3x3

6





в)[image: image500.png]2x—4y+z





Задание № 2

В задачах 11-20 вычислить пределы функции:
11. a) [image: image502.png]—3x +4]
lim,_,(2x* —3x + 4)



; б)[image: image504.png]lim__,, ¥ 1528
Mt T



; в) [image: image506.png]lim__, SX t4x+2
Ty



.
12. a) [image: image508.png]lim,_o(3x® +x* + 8x + 10)



; б)[image: image510.png]. x"—Bx+15
iy sy



; в) [image: image512.png]I 2x7-3xT41
M 3 i 92



.
13. a) [image: image514.png]


; б)[image: image516.png]. X —7x+10
limes sy



; в) [image: image518.png]I x4l
M 3t g



.
14. a) [image: image520.png]—8x +4]
lim,_3(2x* —8x +4)



; б)[image: image522.png]


; в) [image: image524.png]lim,

2x7 432742
PECyTTY



.

15. a) [image: image526.png]lim,_,_,(2x* — 4x + 5)



; б)[image: image528.png]i 3(x=2)
lim s 57 s



; в) [image: image530.png]


.

16. a) [image: image532.png]lim,_,(—3x% +4x —8)



; б)[image: image534.png]4Q-x)
lims S5 s



; в) [image: image536.png]I 2x%-3x+4
M 2 b g



.

17. a) [image: image538.png]lim,_,(4x* —5x* + 4)



; б)[image: image540.png]I

i, 3% +5x 8
M5
210



; в) [image: image542.png]lim,

3xT+4xT43
Ty



.

18. a) [image: image544.png]lim, _o(4x® —2x — 1)



; б)[image: image546.png]I

My

SxT-14x+8
2



; в) [image: image548.png]lim,

2x7-5x—4
pry



.

19. a) [image: image550.png]lim,_,,(2x* + 4x)



; б)[image: image552.png]- 3x747x—6
lim,_,_ 2=
prey



; в) [image: image554.png]lim__, X tx1
% 3220



.

20. a) [image: image556.png]lim,,_y(x*—x*+1)



; б)[image: image558.png]- 2x74x-15
lim,_,_y L
pres



; в) [image: image560.png]lim,

Sxftax+2
PErsCrvy



.

Решение типовых примеров
Вычислить пределы:

№ 1.[image: image562.png]lim,_3(4x — x* +8)




Для нахождения предела данной функции заменим аргумент х егопредельным значением (выполним непосредственную подстановку):

[image: image564.png]lim,_3(4x — x* +8)



=4·3 – 32+8=12–9+8=11

№2.[image: image566.png]I

i, 2X+x—10
My
10



 = [image: image568.png]3)



.

Непосредственная подстановка приводит к неопределенности типа[image: image570.png]3)



.
Чтобы раскрыть эту неопределенность, разложим числитель и знаменатель намножителии до перехода к пределу сократим дробь на множитель х-2.
Числитель – квадратный трехчлен разложим на множители:

2х2 + х – 10 = 0

D = (1)2– 4·2· (– 10) = 1+80=81(Если корень не извлекается нацело (получается дробное число с запятой), очень вероятно, что дискриминант вычислен неверно либо в задании опечатка)
[image: image572.png]


 = [image: image574.png]


 = 9
x1 =[image: image576.png]


 = [image: image578.png]


 = 2. х2 = [image: image580.png]


 = [image: image582.png]


 = [image: image584.png]



2х2 + х – 10 =2 (х-2)(х+[image: image586.png]


)
[image: image588.png]I

i, 2X+x—10
My
10



= [image: image590.png]lim:

s

(x-2) (2x+5)
=)



 =[image: image592.png]im 235
lim ===
2 5



 = [image: image594.png]2245



 = [image: image596.png]


. 
Ответ: [image: image598.png]


.
№2.[image: image600.png]lim 238
T At




Сначала мы смотрим на числитель и находим хв старшей степени. Старшая степень в числителе равна двум. Теперь смотрим на знаменатель и тоже находим х в старшей степени. Старшая степень знаменателя равна двум. Затем мы выбираем самую старшую степень числителя и знаменателя: в данном примере они совпадают и равны двойке. Итак, метод решения следующий: для того, чтобы раскрыть неопределенность [image: image602.png]


необходимо разделить числитель и знаменатель на хв старшей степени.

[image: image604.png]lim 238
T At



 = [image: image606.png]


 = (Разделим числитель и знаменатель на х2) = [image: image608.png]


 = [image: image610.png]


  = [image: image612.png]lim



 = [image: image614.png]


.
Ответ:  [image: image616.png]


.

Задание № 3

В задачах 21-30 исследовать заданную функцию методами дифференциального исчисления и построить эскиз графика. Исследование функций рекомендуется проводить по следующей схеме:

1) Найти область определения функции;

2) Найти производную функции;

3) Найти точки экстремума;

4) Определить промежутки монотонности функции;

5) Найти точки перегиба функции;

6) Определить промежутки выпуклости и вогнутости функции;

7) Найти значение функции в точках экстремума и перегиба;

21. у=2х3–9х2+12х-5

22. у= х3–6 х2+9х+1

23. у=х3–3х2–9х+1

24. у=х3+3х2–9х–10

25. у=х3+6х2+9х+2

26. у=2х3–3х2–12х+5

27. у=2х3+3х2–12х-8

28. у=2х3+9х2+12х+7

29. у=2х3–15х2+36х–32

30. у=2х3–15х2+24х+4

Решение типового примера
Пример: Исследовать и построить график функции у = [image: image618.png]


х4 –[image: image620.png]


х2.
1°. Область определения функции - интервал (–∞,∞).Точек разрыва нет.

2°. Здесь f(–x)=f(x), так как х входит только в четных степенях. Следовательно, функция четная и ее график симметричен относительно оси Оу.

3°. Чтобы определить точки пересечения графика с осью ординат, полагаем х = 0, тогда у = 0. Значит, кривая пересекает ось Оу в точке (0; 0).

Чтобы определить точки пересечения графика с осью абсцисс, полагаем у=0:

[image: image622.png]


 х4 –[image: image624.png]


х2 =0; х4–6х2=0;x2(x2–6)=0. Отсюда х2=0, x1,2=0, т.е. две точки пересечения слились в одну точку касания; кривая в точке (0; 0) касается оси Ох. Далее, имеем х2–6=0, т.е. х3,4=[image: image626.png]


≈±2,45. Итак, в начале координат О(0; 0) кривая пересекает ось Оу икасается оси Ох, а в точках А (–2,45; 0) и В (2,45; 0) пересекает ось Ох. 
4°. Найдем критические точки функции:

y'=x3–3x; x3–3x=0; х(х2–3)=0; х1=0; х2,3=±[image: image628.png]


≈±1,7. Эти точки разбивают область определения функции на интервалы (–∞; [image: image630.png]


), ([image: image632.png]


, 0), (0, [image: image634.png]


), ([image: image636.png]


, ∞).

5°. Исследуем критические точки с помощью второй производной. 

Находим у" = 3х2–3. При х = 0 получим у"х=0=–3, т.е. уmax=0, и, значит, О(0; 0) - точка максимума. Далее при х=[image: image638.png]


имеем [image: image640.png]


= 6, т.е. ymin=[image: image642.png]


([image: image644.png]


)4–[image: image646.png]


 ([image: image648.png]


)2= –2,25. Таким образом, D([image: image650.png]


; –2,25) - точка минимума, а вследствие симметрии минимум достигается также в точке С(-[image: image652.png]


; –2,25). Составим таблицу:
	х
	(–∞;–[image: image654.png]


)
	–[image: image656.png]



	(–[image: image658.png]


; 0)
	0
	(0;[image: image660.png]


)
	[image: image661.png]



	([image: image663.png]


; ∞)

	у'
	–
	0
	+
	0
	–
	0
	+

	у
	[image: image776.jpg]D(V32,25)




	ymin =–2,25
	[image: image777.jpg]



	уmax=0
	
	ymin =–2,25
	


6°.Имеем у"=3(x2–1) = 0, 3(х–1)(х+1) = 0, х1,2=±1. Точки х=–1 и х=1 разбивают область определения функции на интервалы (–∞,–1), (–1,1) и (1,∞). В интервалах (–∞,–1) и (1,∞) имеем у">0, т.е. здесь кривая вогнута, а в интервале (–1,1) имеем у"<0, т. е. здесь она выпукла. При х= –1 и х= 1 получаем точки перегиба Е и F, ординаты которых одинаковы: у(–1) = у(1)=–1,25.

Составим таблицу:

	х
	(–∞,–1)
	–1
	(-1; 1)
	1
	(1; ∞)

	у"
	+
	0
	–
	0
	+

	у
	Вогнута
	Точка перегиба 

(–1; –1,25)
	Выпукла
	Точка перегиба 

(1; 1,25)
	Вогнута


7°. График изображен на рисунке. 

Задание № 4

В задачах 31-40 вычислить неопределенные интегралы, результат проверить дифференцированием.

31. а) [image: image665.png]I
3x7F + 8x")dx



; б)[image: image667.png]J(7 — 6x)%dx



.
32.а) [image: image669.png]J(x? — 6x")dx



; б)[image: image671.png]J(4+ 3x)%dx



.
33.а) [image: image673.png]J(2x® + 4x7%)dx



; б)[image: image675.png]J In3x dx



.
34.а) [image: image677.png]J(e* — 2x)dx



; б)[image: image679.png]J cos 4x dx



.
35. а) [image: image681.png]— 1)dx



; б)[image: image683.png]J sin 3xdx



.
36. а)[image: image685.png]J (sinx —5) dx



; б)[image: image687.png]JIn(3 +x)dx



.

37. а)[image: image689.png]J (4 —3cosx)dx



; б)[image: image691.png]J(5— 4x)*dx



.

38. а) [image: image693.png]J(4* — 2sinx — x)dx



; б)[image: image695.png]J cos® x dx



.
39. а) [image: image697.png]J(4x® — 6x* + 4x — 3)dx



; б)[image: image699.png][ sin® x dx



.
40. а) [image: image701.png]J(x™* +x7% + 1)dx



; б)[image: image703.png][ In(x —8)dx



.
Решение типового примера

1) Найти неопределенные интегралы, результат проверить дифференцированием.
[image: image705.png]a) J(5x® —2x*+ 3x — 8)dx



 = [image: image707.png]5[ x%dx—2 [ x*dx



 + [image: image709.png]3 [xdx—8 [dx



= [image: image711.png]


 + [image: image713.png]357



 8x + C.

[image: image715.png]


.

Сделаем замену переменной: x² = t. Тогда [image: image717.png]


. Следовательно,

[image: image719.png]1

%ln|3l+1| =Im(Gx*+1)+C

:



.
Задание № 5

В задачах 41-50 вычислить площадь фигуры, ограниченную заданными линиями:

41. у = х2, у = 49.

42. у = х3, у = 8.
43. у = х2+1, х = – 2, х = 2.
44. у = х2, у = 64.
45. у = х+2, х = 2, х = 4.
46. у = х3+1, у = 9.
47. у = х2+1, у = 9.
48. у = 2х, х = 1, х = 2.
49. у = х3+1, у = 28.
50. у = х2+2, у = 27

Решение типового примера.
Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограниченной линиями  у = 4 - х² и у=0.
у = 4 – х²- квадратичная функция, график – парабола, ветви направлены вниз, вершина (0;4) 

у= 0 - ось абсцисс. Найдём точки пересечения параболы с осью х:  [image: image721.png]


; [image: image723.png]



Найдем S =[image: image725.png]I,
(427
)dx



 =[image: image727.png]


=  – (4·(–2) – [image: image729.png]


) =[image: image731.png]


 – (–[image: image733.png]


) = [image: image735.png]


 = =10[image: image737.png]


(кв.ед).  
Ответ: 10[image: image739.png]


кв.ед.
Задание № 6

В задачах 51-60 найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка:

51. [image: image741.png]


.
52.[image: image743.png]


.
53.[image: image745.png]


.
54.[image: image747.png]{dy = 3x7dx




.
55.[image: image749.png]{ydy (x —1)dx





56.[image: image751.png]


.
57.[image: image753.png]



58.[image: image755.png]{dy = (x+2)dx
y(2)=8



.
59.[image: image757.png]


.
60. [image: image759.png]{dy = 4x’dx
y(1)




.
Решение типового примера

Найти частное решение дифференцированного уравнения первого порядка[image: image761.png]


.
Это дифференцированное уравнение с разделяющимися переменными.

Производим разделение переменных: 
ydy = 2x2dx
Интегрируя обе части равенства, получаем: 
[image: image763.png][ ydy



=[image: image765.png]J 2x*dx




[image: image767.png]


 = [image: image769.png]


 + C
y2 = [image: image771.png]



Используя начальное условие, вычислим, соответствующее ему значениепостоянного С: 

22 = [image: image773.png]0%

T+



; 2C = 4; C = 2

Поэтому частное решение исходного дифференцированного уравнения,удовлетворяющее заданному начальному условию, имеет вид: y2 = [image: image775.png]


.
Учебно-методическое и информационное обеспечение

Перечень рекомендуемых учебных изданий, Интернет-ресурсов, дополнительной литературы 

Основные источники: 

1. Лисичкин В. Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. 3-е изд.стер.- СПб.: Издательство «Лань»,.

Дополнительные источники: 

1. Алимов Ш.А., Колягин Ю.М., Сидоров Ю.В. «Алгебра и начала анализа (10-11 кл.)». - М.: Просвещение, 2018
2. Григорьев В.П., Дубинский Ю.А. «Сборник задач по высшей математики»: учебник для студ.учреждений сред. проф. образования – М.: Академия, 2018.

3. Григорьев В.П., Дубинский Ю.А. «Элементы высшей математики»: учебник для студ.учреждений сред. проф. образования – М.: Академия, 2018.
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